














　It is not known whether the Dirac equation with a harmonic oscillator potential can 
be solved analytically. Analytical solutions are given for the Dirac equation with equal 
magnitude and same signed vector and scalar harmonic oscillator potentials. In this 
case, the Dirac equation is turned to very simple form, because the vector potential and 
the scalar potential cancel each other out in most terms of the equation of motion. Thus 
we can solve it analytically.
　Vector potential and scalar potential with equal magnitude but opposite signs, 
however, do not cancel out in many terms, but the third power terms of the potentials 
vanish out of the equation of motion. We can show that the Dirac equation of this case 
has analytical solutions consisting of exponential asymptotic functions and polynomial 
functions of the radial coordinate . As a result, the eigen energies are given by the 
solutions of cubic equations.
　In this article, we show concrete calculations and the results for the analytical 
solutions of the Dirac equation with harmonic oscillator type vector and scalar 
potentials of equal magnitude and opposite signs.
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教科書としてはHermite多項式を使った（川村清 1996、大高一雄 2002、松居哲生 2011）、
多項式展開の（鈴木克彦 2013）、昇降演算子を使った（川村清 1996、仲滋文 2007、倉本義夫、








いる（Shibata, Y.-Tezuka, H. 1994、Tezuka, H. 199５、手塚洋一 2002）。
　距離 とともに無限大に大きくなるタイプのポテンシャルは閉じ込め型ポテンシャルと
呼ばれクォークの束縛状態などを議論するのによく使われる。同じ閉じ込め形のポテン
シャルでも距離 の 1 乗に比例する線形ポテンシャルに対しては解析的な解が求まってい
る（Tezuka, H. 2013、Tezuka, H. 201５、手塚洋一 201５）。距離の 2 乗に比例する調和振動
子ポテンシャルの場合にはDirac方程式の解析的な解は知られていないが、スカラーポテ
ンシャルとベクトルポテンシャルとして同符号で大きさの等しい調和振動子ポテンシャル



























と書ける。 は 4 成分のDirac行列である。 は 2 成分の
Pauli行列であり、I、 0 は 2 成分の単位行列と零行列を表す。粒子の固有エネルギーは
、 3 次元の運動量は 、空間座標 を持つ波動関数は 4 成分スピノールの （ ）で表現
される。
　ポテンシャルは中心力で角度依存性を持たないから、 4 成分スピノール （ ）を 2 成分





と二つの運動方程式になる。ただし角運動量 j＝l± 12 に対して
 （2.8）






























が求まる。波動関数が収束するには ＞ 0 でなければならないから
 （2.20）




















となるが、最後の の項は ＝ 12 （ ）より消える。次に次数の大きい項は














であるが、 ≠ 0 であるから （ ）に定数項が存在したら、最後の項から 1 に比例する項
が残り、 （ ）は原点発散し、規格化条件を満たすための積分ができなくなる。すなわち




　 ＜ 0 の場合には問題ないが、 ＞ 0 の場合には （ ）の分母に特異点が現れる。すなわ
ち（2.29）式は で分母が 0 となり、積分が発散する。これを回避するには分
子となる に分母の特異点を相殺する項が存在しなくてはならな
い。同様に、 ＝ 0 ならば原点 ＝ 0 で発散し、規格化条件を満たすことはできない。










となり、c1≠ 0 、E＋ ≠ 0 であり、 ＝±1,±2, · · · を考慮すると、この式を満たすため
には ＝− 1 とならなければならない。この値を の項に代入し、整理すると
 （3.3）






が求まる。 ＝ 0 では波動関数は収束しないから、E 2≠ 2 である。すると（3.4）と（3.6）
は明らかに両立しない。すなわち ＝ 1 の場合には（3.1）を恒等式として満たす解は存在
しない。
₄　n＝₂　c₂≠₀　の場合
　 ＝2ととると ＝1, 2 が許されるので運動方程式（2.30）は
 （4.1）
となる。この恒等式はすべての項の次数が異なっており、c1 の項とc2 の項は別々に解くこ




である。c2≠ 0 、 ≠ 0 であるから
 （4.3）
が求まる。収束するためには ＞ 0 となる必要があるが、その条件は ＞ となる。
　 0 の項からは
 （4.4）





からは、 ≠ 0 であるから
 （4.7）





となる。 ＝− 2 の解は ＝ を要求し、 ＝ 0 となるので波動関数は収束せず、束縛
状態の解とはならない。 ＝ 1 の解は ＞ の解を持ちうる。この解の存在を検討する
ため、関数
 （4.10）
を考える。 ＝ 1 の解は ＝18 の解となる。
Fig. 1：関数
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　この 3 次関数 を に関して微分すると
 （4.11）






Fig. 1 にこの 3 次関数 （ ）をエネルギー の関数として図示した。 ＞ ならば ＞ 0
となり、 0 となるのは の場合である。波動関数が収束するためには（4.3）から
＞ とならなければならないので、 ＞ 0 の解が求める解となる。
　 0 ＞18 −3227 なら ＜ に解を持つ可能性があるが、波動関数が収束するためには
＞ 0 でなければならないことを考えると、この解は許されない。18 ＞ 0（ ＞ 0 ）なら
ば ＞ に唯一の解を持ち、束縛状態作る可能性がある。この場合の解は
となる。






　結果的に （ ）も （ ）も多項式の部分は 1 項のみで構成される解となる。
₅　n＝₃　c₃≠₀　の場合










となるが、（５.2）と ＝ 16（E2− 2）は両立しないため c2＝ 0 とならなければならない。
　 の項
 （５.4）





から c3≠ 0 、E＋ ≠ 0 、 ＝±1, ±2, · · · であるから ＝− 3 または 2 が求まる。
　 の項は

































　 ＝ 2 の解も ＝− 1 の解も （ ）の多項式部分は 2 項からなるが （ ）は の項 1 項
のみとなる。
₆　n＝₄　c₄≠ ₀　の場合










は ≠ 0 を考慮すれば
 （6.５）
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という条件が付くが、 は（6.3）と両立しないから c3＝ 0 となる。








からは c2＝ 0 または ＝− 2 または ＝ 1 の条件が求まる。
i）c2 ＝ 0 の場合、c4 の項のみが残り
　 2 の項
 （6.9）
は ＝− 4 または ＝ 3 を与える。
　 4 の項は
 （6.10）




















　この式は ＝− 2 の場合
 （6.19）



















となり、束縛状態の解が求まる。この解は （ ）も （ ）も 2 項の多項式部分からなる。
₇　n＝₅　c₅≠₀　の場合













が要請されるが は（7.3）と両立しないので c4＝ 0 となる。







から c1＝ 0 または ＝− 1 が要請されるが、c1＝ 0 ならば の項
 （7.9）
から同様に c3＝ 0 または ＝− 3 または ＝ 2 が要請される。
i）c1＝ 0 および c3＝ 0 の場合
　 の項
 （7.10）
から ＝− ５ または 4 となることがわかる。
　 ５ の項は
 （7.11）















































となり、 ＝ ならば ＝ 0 となって束縛解は求まらない。















　（7.33）を（7.3５）に代入し、 ＋ ≠ 0 であることを使うと
 （7.38）
が求まる。（7.37）に（7.33）、（7.38）を代入すると、 − ≠ 0 、c1≠ 0 を考慮して
 （7.39）
が求まる。 ＝− 1 に対し二つの解が存在する。
　（7.33）より
 （7.40）
























　 ＝ 2 の場合
　　





























　より項数の多い解も ＝ − 1 ，−（ − 2 ）， − 3 ，· · · ，（− 1 ）の状態がエネルギー
的に縮退しており、（8.５1）で与えられる解を持つ。ただし ＝ ５ の例に見られるように項
数が多くなるとこの方程式とは異なる 3 次方程式を満たす解が枝分かれしてくる。
参考文献
Shibata, Y. and H. Tezuka （1994） Confinement and Infinite Potential. Z. Phys. C 62：
５33-５37.
Tezuka, H. （199５） Confinement by Polynomial Potentials. Z. Phys. C 6５：101-104.
Tezuka, H. （2013） Analytical Solutions of the Dirac Equation with a Scalar Linear 
Potential. AIP Advances 3：08213５ （1-17）.
Tezuka, H. （201５） Bound State Solutions of Dirac Equation with Repulsive Scalar 
Linear Potential. AIP Advances ５：087113 （1-6）.
大高一雄（2002） 基礎量子力学．丸善
川村清（1996） 量子力学Ⅰ．産業図書
倉本義夫、江澤潤一（2008） 量子力学．朝倉書店
鈴木克彦（2013） シュレディンガー方程式．共立出版
手塚洋一（1994） クラインパラドックスと閉じ込め．東洋大学紀要　自然科学篇　第38号：
1-17.
手塚洋一（1996） 相対論的調和振動子ポテンシャル：等しい大きさのスカラーおよびベク
　トルポテンシャルの場合．東洋大学紀要　自然科学篇　第40号：1-13．
手塚洋一（2003） 距離ｒに逆比例するポテンシャルをもつDirac 方程式の束縛解．東洋大
学紀要　自然科学篇　第47号：17-38．
仲滋文（2007） 新版シュレーディンガー方程式．サイエンス社
前野昌弘（2011） よくわかる量子力学．東京図書
松居哲生（2011） 量子力学．講談社
